
教育发展论坛
Education Development Forum2025 年 5期

·79·

课程教学

运用函数解决球体的三类问题

顾涵

宿迁学院

摘  要：与几何体相关的球体问题通常较为复杂，对学生的空间想象能力和抽象思维能力的要求普遍较高，

自新高考改革以来，高考试题更加注重知识的综合性和应用性，球体问题多与常见几何体镶嵌，并注重函数与

几何图形的内在联系，使得球体问题成为考查学生相关数学素养的重要体现，本文将从函数角度来解决球体的

三类问题。
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从函数角度进行分析，球体类问题可以大致归为

三类问题：定值问题、最值问题、范围问题。

一、球体的定值问题

例 1·（2022·新高考Ⅱ卷·7）已知正三棱台的

高为 1，上、下底面边长分别为 3 3 和4 3，其顶点
都在同一球面上，则该球的表面积为（  ）[1]

A. 100 π  B. 128 π  C. 144 π  D. 192 π
分析：

本题考查球的表面积公式，根据公式 S=4πR2 可

得本题最终转化为求解球体半径 R，并根据题中已给

条件列出相应函数关系式，并计算出相应的 R 即可求

解球体的表面积。

解：

如图，令 ΔA1B1C1 外接圆半径为 r1，重心为 o2, 

ΔA2B2C2 的外接圆半径为 r2，重心为 o2，根据正三

角形的外接圆半径计算公式可得 r1=3，r2=3，由题

得 o1o2=1，设球心为 o，球体半径为 R，球心到棱

台上下底面距离为 d1,d2。由图像可知 2
1 9d R= − ，

2
2 16d R= − 。由于球心位置不确定，故分类讨论球心

的位置  ①点 o 在 o1o2 之间  ②点 o 在 o1o2 的延长线

上。

当 符 合 情 况 ① 时， 可 知 d1+d2=1， 令 函 数
2 2( ) 9 16f R R R= − + −

当 f(R)=1 时：

2 29 16 1R R− + − =
R 不存在实数解，故舍去

当 符 合 情 况 ② 时， 可 知 |d1-d2|=1， 令 函 数
2 2( ) | 9 16 |F R R R= − + − ，当 F(R)=1 时：

2 2| 9 16 | 1R R− + − =
R2=25

由于 R ＞ 0，所以 R=5
S=4πR2=100 π，故本题选 A。

二、球体的最值问题

例 2·已知四棱锥的各个顶点都在同一个球面

上 , 若该球的体积为 36 π，则该四棱锥体积的最大值 

是    [2]

分析：

本题考查球的体积公式 , 根据公式 34
3

V Rπ= πR3 可得

球体半径 R，并根据题中已给条件列出 R 和相关变量

的函数关系式，并根据棱锥体积公式
1
3

V sh= 即可求

出 V 的最值。

解：

法一：

设四棱锥 P-ABCD 底面四边形 ABCD 的外接圆半

径为 r，球心 o 到底面的距离为 h，球体半径为 R。
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    34 36
3

V Rπ= =∵ π

    3R∴ =

   
1
3P ABCD ABCDV S h− =

当 VP-ABCD 取最大值时，SABCD 与 h 均需取最大值

    max max max
1
3P ABCD ABCDV S h−∴ =

    hmax=h+R=h+3
    sinABCDS AB AD BAD= ⋅ ⋅ ∠

BAD∠∵ 为直径所对应的圆周角

    90BAD∴∠ = �

    ABCDS AB AD∴ = ⋅

在 RtΔBAD 中：AB2+AD2=(2r)2=4r2

由基本不等式可得 AB2+AD2=4r2 ≥ 2·AB·AD( 当

且仅当 AB=AD 时等号成立 ) 

(AB·AD)max=2r2

SABCDmax=2r2

    2
P ABCDmax

1 1 2 ( 3)
3 3ABCDmax maxV S h r h−∴ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ +P-ABCD max max

令 AC，BD 的交点为 O'，AO2+OO2=R2=9
2 2 9r h∴ + =

    2
P ABCDmax

1 1 2(9 ) ( 3)
3 3ABCDmax maxV S h h h−∴ = ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ +P-ABCD max max

    令 2
P ABCDmax

1( ) 2(9 ) ( 3)
3

V f h h h− = = ⋅ − ⋅ +P-ABCD

f(h)'=-2(h+3)(h-1)
当 f(h)'=0 时，h=1 或 -3

当 h∈(0,1) 时，f (h) 单调递增，h∈(1,+ ∞ ) 时，

f(h) 单调递减

   
64( ) (1)
3maxf h f= =max

故四棱锥体积的最大值是
64
3法二：

    2
P ABCDmax

1 1 2(9 ) ( 3)
3 3ABCDmax maxV S h h h− = ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ +P-ABCD max max

对上式进行变形，即

    2
P ABCDmax

1 2 (3 ) ( 3)
3

V h h− = ⋅ ⋅ − ⋅ +P-ABCD

   
2

P ABCDmax
(6 2 ) ( 3)

3
h hV −

− ⋅ +
=P-ABCD

由均值不等式可得：

若 a1,a2,a3…an 均为正数，则：

    1 2 3
1 2 3

... ...n n
n

a a a a a a a a
n

+ + +
⋅ ⋅≥

( 当且仅当 a1,a2,a3…an 时，等号成立 )

借助均值不等式可知
2 3

P ABCDmax
(6 2 ) ( 3) 1 (6 2 3 3)

3 3 3
h h h h hV −

− ⋅ + − + + + +
= ≤ ⋅P-ABCD ≤

( 当且仅当 6-2h=h+2 时等号成立 )

    ∴当 h=1 时 ,VP-ABCD 取最大值为
64
3

    故四棱锥体积的最大值是
64
3

三、球体的范围问题

例 3·已知正四棱锥的侧棱长为 L，其各顶点都

在同一球面上。若该球的体积为 36π，且 2 ≤ L ≤ 3，

则该正四棱锥体积的取值范围是         [3]

分析：

本题考查球的体积公式，根据公式 34
3

V Rπ= πR3 可

求球体半径 R，并根据题中已给条件列出 R 与 L 相应

函数关系式，并根据棱锥体积公式 1
3

V sh= 即可求出 V

的取值范围。

解：

设四棱锥 P-ABCD，其底面对角线的交点为 o'，
球体半径为 R，球心为 o。

    34V R 36
3
π π= =∵ πV π

    3R∴ =
设 PO'=x
在 RtΔOO'C 中：(O'C)2=(OC)2-(OO')2

    26O C x x= −′
在 RtΔPO'C 中 :(PC)2=(PO' )2+(O'C)2

    2 2 2 2( 6 )L x x x= + −

   
26 [4,9]x L= ∈

   
2 3[ , ]
3 2

x∴ ∈

    2 22 ( ) 2(6 )ABCDS O C x x⋅ ′= = −

    P ABCD
1
3 ABCDV S PO− = ⋅ ′⋅P-ABCD



第 5期 顾涵：运用函数解决球体的三类问题

·81·

课程教学

    2
P ABCD

1 2(6 )
3

V x x x−∴ = ⋅ − ⋅P-ABCD

    令 2 3
P ABCD

2( ) (6 )
3

f x V x x−= = ⋅ −P-ABCD

    2( ) 8 2f x x x′ = −                         

当 f(x)'=0 时，x=0 或 4

当 x∈（0,4）时，f（x）单调递增，h ∈(4,+∞ )时，

f(x) 单调递减

   
2 3[ , ]
3 2

x∈∵

   
2 3( ) [ ( ), ( )]
3 2

f x f f∴ ∈

    P ABCD
128 27[ , ]
81 4

V −∴ ∈P-ABCD

    故该正四棱锥体积的取值范围是
128 27[ , ]
81 4

。

四、结语

从函数角度解决球体问题，有利于培养学生的

空间想象，逻辑推理，计算能力等核心素养。无论是

其中任何一类问题，在分析过程中，首先要根据题给

信息，进行数学建模，构造出符合题意的三维图像，

在此过程中要注意图像的非一意性，若有多种情况则

需依次画出相应图形。其次，我们要从多元平面梳理

几何关系，并通过几何关系构造出相关函数，几何关

系通常存在于特殊图形中，如直角三角形或矩形，不

同的几何图像会呈现不同的几何关系，需要学生在日

常学习中深入探索图形间的密切联系。最后，对相关

函数表达式进行简化处理，使其成为较为简便的函数

式，同时根据题目要求选择最简便的方法求取相关 

答案。
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