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线性空间补子空间和欧氏空间正交补的唯一性研究

张伟聪

海南工商职业学院

摘  要：直和在线性空间和欧氏空间中是很重要的一个概念，由线性空间和欧氏空间中的直和分别引出的

补子空间和正交补，本文研究补子空间和正交补空间的唯一性问题 , 得出了补子空间的不唯一性和正交补的唯

一性。
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线性空间与欧氏空间是现代数学中不可或缺的重

要概念，其理论研究在信号处理、图像识别以及量子

计算等领域具有广泛的应用。在线性空间的分析中，

子空间的分解及其补子空间的性质研究尤为关键。其

中，补子空间与正交补空间的唯一性问题不仅在理论

上具有重要意义，同时也为应用中的向量空间分解提

供了理论基础。

近年来，国内外学者针对线性空间与欧氏空间中

子空间的结构特性进行了深入研究。王丽莎等人（2024）

在研究线性方程组方法时，通过齐次线性方程组解空

间与系数矩阵行空间的正交性，揭示了子空间与其

正交补之间的深刻联系。史江涛等人（2024）探讨了

线性空间中子空间的并集问题，并通过群论的方法给

出了线性空间中子空间分解的充分必要条件，该研究

为子空间分解的多样性提供了新的视角。任芳国等人

（2024）在矩阵多项式的研究中，深入刻画了矩阵的

Jordan 标准形，通过矩阵相似关系与秩的分析进一步

揭示了子空间在矩阵分解中的关键作用。

现有研究成果表明，在有限维线性空间中，补子

空间通常是不唯一的，而正交补空间则具有唯一性。

这种区别源于正交补空间由内积所决定，其唯一性可

以通过正交基的扩展来证明。然而，对于补子空间的

不唯一性，如何在不同维度的线性空间中进行合理的

补子空间构造，仍然是一个值得深入探讨的问题。

本文结合前人研究，针对有限维线性空间与欧氏

空间中补子空间与正交补空间的唯一性问题，分别从

非平凡子空间与平凡子空间的角度进行讨论与证明。

通过分析这些子空间的性质，进一步揭示其在空间分

解中的作用与意义，并为后续的理论研究与实际应用

提供参考。

1  线性空间的补子空间

子空间分为平凡子空间和非平凡子空间，为此，

对线性空间中子空间的补子空间的研究可进行分类讨

论，即分别对平凡子空间和非平凡子空间的补子空间

讨论。

1.1  非平凡子空间的补子空间

命题：设 V1 是 n 维线性空间 V 的一个非平凡的

子空间，那么 V1 在 V 中的补子空间的不唯一。

证明：设 V1 的一组基为：ε1,ε2,……,εm，把它扩充

为 V 的一组基 ε1,ε2,……,εn。

接 着 说 明 V=L(ε1,ε2,……,εm)+L(εm+1,……,εn) 和

L(ε1,ε2,……,εm)+L(εm+1,……,εn) 是直和。

因 为 L(ε1,ε2,……,εm) 中 的 向 量 也 是 V 的 向 量，

L(εm+1,……,εn) 中的向量也是 V 的向量，因此 L(ε1,ε2,…

…,εm)+L(εm+1,……,εn) 也 是 V 的 向 量， 又 因 为 V 中 的

每 一 个 向 量 都 能 由 ε1,ε2,……,εn 线 性 表 出， 从 而 有

V=L(ε1,ε2,……,εm)+L(εm+1,……,εn)。

再由线性空间 V 的维数等于 L(ε1,ε2,……,εm) 的维

数与 L(εm+1,……,εn) 维数之和，综上得出 L(εm+1,……,εn)

是 V1 在 V 中的一个补子空间。

我们令k1ε1+k2ε2+……+kmεm+km+1(ε1+εm+1)+……+knεn=0， 

从而有 (k1+km+1)ε1+k2ε2+……+knεn=0，ε1,ε2,……,εn 线性无 

关，所以 k1+km+1=k2=……=kn=0，从而 ε1,ε2,……,εm,ε1+εm+1, 

……,εn 线性无关。

故有 L(ε1+εm+1,……,εn) 也是 V1 在 V 中的一个补子

空间。

由 于 向 量 组 εm+1,……,εn 与 向 量 组 ε1+εm+1,……,εn

不能相互线性表出。

所 以 L(εm+1,……,εn) ≠ L(ε1+εm+1,……,εn)，V1 在 V
中的补子空间不唯一。

1.2  平凡子空间的补子空间

推论 1[1]：设 V 为 n 维线性空间，V1 为 V 的非零

子空间，如果存在唯一的子空间 V2 使 V=V1 ⊕ V2，则

V1=V。

证 明： 方 法 一： 若 V1 ≠ V， 设 dimV1=m，

dimV=n，则 0 ＜ dimV1=m ＜ n=dimV。
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我们取 V1 的一组基为：α1,α2,……,αm，把它扩充

为 V 的一组基 α1,α2,……,αn。

则 V1=L(α1,α2,……,αm), 令 V2=L(αm+1,αm+2,……,αn)，

从而有 V=V1 ⊕ V2。

我们再设 V3=L(α1+αm+1,αm+2,……,αn) 有（α1,α2,……, 

αm，α1+αm+1,αm+2,……,αn）=（α1,α2,……,αn）A（ 其 中

A=
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因为 |A| ≠ 0，有向量组 α1,α2,……,αm,α1+αm+1,αm+2, 

……,αn 线性无关。

可得 α1,α2,……,αm,α1+αm+1,αm+2,……,αn 也是 V 的一

组基，故 V=V1 ⊕ V3。

下面我们证明 V2 ≠ V3。

我们采用反证法，如果 V2=V3，则有 αm+1 ∈ V2，

α1+αm+1 ∈ V2。

所 以 α1 ∈ V2。 又 因 α1 ∈ V1， 从 而 有

α1 ∈ V1 ∩ V2。

由于 V=V1 ⊕ V2，故有 α1=0 与 α1 ≠ 0 矛盾。

所以假设不成立，从而有 V1=V。

方法二：我们反设 V1 ≠ V。

因 V1 是 V 的真子空间，即 V1

 

j iEC EC⊆ V.
又因为非平凡子空间的补子空间不唯一，知道 V1

的补子空间不唯一，换句话说，V1 至少有两个不同的

补子空间。而又由题干的已知条件：V1 有唯一的子空

间 V2。从而产生矛盾。所以 V1=V。

1.3  例子

例： 取 三 维 空 间 中 两 个 坐 标 平 面：V1 为

平 面 xoy，V2 为 平 面 yoz。 则 对 ∀ α ∈ R3，

α=α1+α2,α1 ∈ V1,α2 ∈ V2， 这 种 分 解 不 唯 一， 如 图 从

几何上可看出，过 α 终点作直线 MA 与 V1 平行交 V2

于 A。过 O 作 AM 的平行线 OB，作出□ MAOB，则

OB=α1 ∈ V1，OA=α2 ∈ V2。又从代数上，若 α=(1,2,3)，

则 α=(1,2,0)+(0,0,3)。

又 α=(1,1,0)+(0,1,3)。因此 V1+V2 是和而不是直和。

例：设 U 是线性空间 V 的一个真子空间，问 V 中

U 的补子空间 W 是否唯一？

答：不唯一。

例如：V=R2，U=L(ε1), 其中 ε1=（1，0）。再令 ε2=（0,1），

α=（1,1），

那 么 W1=L(ε2)，W2=L(α) 有 V=U+W1=U+W2， 对∀
α ∈ U ∩ W1

⇒α ∈ U，α ∈ W1。
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所以 α=（0,0）即有 U ∩ W1={0}。

所以 V=U ⊕ W1。同理 V=U ⊕ W2。又 W1 ≠ W2。

所以 V 中 U 的补子空间不唯一。

2  欧氏空间的正交补空间

我们仍将问题分为非平凡子空间和平凡子空间的

正交补来讨论。

2.1  非平凡子空间的正交补

命 题： 欧 氏 空 间 V 的 每 个 非 平 凡 子 空 间 V1 都

有 唯 一 的 正 交 补， 即 V2，V3 都 是 V1 的 正 交 补，

V=V1 ⊕ V2，V=V1 ⊕ V3，则有 V2=V3。

证明：存在性：设 dimV1=s，0 ＜ s ＜ n, 这是取

V1 的 一 组 正 交 基 为：ε1,ε2,……,εs， 把 它 扩 充 为 V 的

一 组 正 交 基 ε1,ε2,……,εn， 则 V1=L(ε1,ε2,……,εs)， 可 证

V1
⊥ =L(εs+1,……,εn)。

事实上，对任意 α ∈ L(εs+1,……,εn), 有 α=ls+1εs+1,…

…,lnεn，且任意 β∈ V1，有 β=l1ε1+l2ε2,……,lsεs，则有（α,β）

=(ls+1εs+1,……,lnεn,l1ε1+l2ε2,……,lsεs)=
1 1

( , )
n s

i j i j
i s j

l l ε ε
= + =
∑ ∑ =0，

所以 α ∈ V1
⊥ , 此即 L(εs+1,……,εn)

 

j iEC EC⊆ V1
⊥。

下面证明：L(εs+1,……,εn)

 

ji ECEC ⊆V1
⊥。

∀ δ∈ V1
⊥，有 δ=k1ε1+k2ε2+…+ksεs+ks+1εs+1+…+knεn。

对 εi ∈ V（i=1,2,……,s），有 0=（εi,δ）=ki(εi,εi)，

所以 ki=0（i=1,2,……,s）

则 有 δ=ks+1εs+1+…+knεn

 

j iEC EC⊆ L(εs+1,……,εn)， 所 以

V1
⊥

 

j iEC EC⊆ L(εs+1,……,εn)。

综上得到 V1
⊥ =L(εs+1,……,εn)。

唯 一 性： 设 V2,V3 都 是 V1 的 正 交 补， 于 是 有

V=V1 ⊕ V2，V=V1 ⊕ V3，

令 α ∈ V2。 由 V=V1 ⊕ V3 有：α=α1+α3， 其 中

α1 ∈ V1，α3 ∈ V3，

又 α⊥ α1，所以 (α,α1)=(α1+α3,α1)=(α1,α1)+(α3,α1)=(α1,α1) 

=0，有 α1=0。

则 α ∈ V3，即有 V2

 

j iEC EC⊆ V3。同理可得 V3

 

j iEC EC⊆ V2，综
上得到 V3=V2。
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2.2  平凡子空间的正交补

设 V1 是 有 限 维 欧 氏 空 间 V 的 子 空 间， 如 果

V1={0}, 则它的正交补就是 V；如果 V1=V，那么它的正

交补就是 {0}。

我们可以得到下面的命题：

命题：设 V1 是欧氏空间 V 的一个有限维子空间 ,

则 V=V1 ⊕ V1
⊥。

命题：设 V1 是欧氏空间 V 的一个有限维子空间，

则 V1 的正交补（即 V1
⊥）由 V1 来唯一决定。

2.3  例子

例：在几何空间 V 中，设 V1 是过原点的一条直线，

则 V1
⊥是过原点且与直线 V1 垂直的平面。我们显然可

以得到：V=V1 ⊕ V1
⊥。

由∀ α ∈ V，有 α=α1+α2，α1 ∈ V1，α2 ∈ V1
⊥。

下 证 唯 一 性， 我 们 不 妨 设 α 还 可 表 示 为：

α=β1+β2，β1 ∈ V1，β2 ∈ V1
⊥。

则 有 α1+α2=β1+β2。 所 以 α1-β1=β2-α2， 又 α1-

β1 ∈ V1，β2-α2 ∈ V1
⊥，V1

⊥ ∩ V1={0}。 所 以 α1-β1=0，

β2-α2=0，即有 α1=β1，β2=α2。

3  总结

本文得出了，直和在有限维线性空间和欧氏空间

中的区别，即：在线性空间中，任意一子空间都存在

不唯一的补子空间，如果子空间的补子空间唯一当且

仅当该子空间等于原线性空间（若子空间等于零空间，

则其补子空间等于原线性空间，由对称性，我们可重

新构造新的子空间与补子空间，使得子空间等于原线

性空间）。在有限维欧氏空间 V 中，任意一子空间 V1

都有唯一的正交补 V1
⊥，即：V=V1 ⊕ V1

⊥。

简而言之，在有限维线性空间和欧氏空间中，补

子空间不唯一，正交补唯一。补子空间唯一当且仅当

子空间为平凡子空间。
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